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JAVA. ING. TELECOMUNICACIONES

EXAMEN 17 ENERO 2023

Ejercicio 1

La FIFA quiere realizar en Espafia una competicion internacional y para ello busca un campo de fatbol

que sealo mas grande (en términos de superficie) posible.
En las normas de la FIFA esta especificado que para que un campo de fatbol sea apto para partidos

internacionales sus dimensiones deben estar entre las siguientes:

* Llongitud: entre 100-110 metros

* Ancho: entre 64-75 metros
Para realizar este programa se dispone de un fichero de texto estadios.txt que en cada linea contiene las
dimensiones de un estadio (se desconoce a priori la cantidad de estadios que hay en el fichero). Cada linea
del fichero incluye el nombre del estadio (1 palabra), la longitud del mismo (en metros), y la anchura del
mismo (en metros). A continuacién se muestra un fragmento del fichero.

Fragmento del fichero estadios.txt:

Romareda 107 68
Mestalla 105 68
Vicente_Calderon 105 68

Benito_Villamarin 107 64

Desarrolla un programa en JAVA que muestre por pantalla los estadios de fatbol (nombre, largo y
ancho, separados por espacios en hlanco) mds grandes de Espafia que son vdlidos para competiciones
internacionales (puede haber varios estadios con el mismo tamafio maximo). Para realizar este programa
tienes que completar la clase Estadio indicada a continuacion (debes rellenar las secciones marcadas con
???). El resto del programa a desarrollar (main y funciones adicionales) debe ir en una segunda clase
llamada AnalisisEstadios. El codigo creado dentro de la clase AnalisisEstadios tendra que usar
adecuadamente variable(s) de tipo Estadio para resolver el problema.

public class Estadio {
//Atributos de la clase
?2?
//Constructor, se le pasa cierta informacidn e inicializa los atributos
public Estadio (???){
PP

}

//devuelve la superficie del estadio
public ??? superficie(){
222
}
//devuelve true si el estadio cumple las condiciones para ser
//internacional, en otro caso devuelve false
public boolean esInternacional(){
??2?

}
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//devuelve una representacion como cadena de texto de un estadio

public String toString(){
???

}

Ejercicio 1

public class Estadio {
//Atributos de la clase
String nombre;
int longitud;
int anchura;

//Constructor, se le pasa cierta informacion e inicializa los atributos
public Estadio(String _nombre, int _longitud, int _anchura) {

nombre = nombre;
longitud = longitud;
anchura = _anchura;

}

//devuelve la superficie del estadio
public int superficie(){
return longitud*anchura;

}

//devuelve true si el estadio cumple las condiciones para ser
//internacional, en otro caso devuelve false
public boolean esInternacional(){

return longitud>=100 && longitud<=110 && anchura >=64 && anchura<=75;

}

//devuelve una representacion como cadena de texto de un estadio
public String toString() {
return "Nombre=" + nombre + '\n' +
"Longitud=" + longitud + '\n' +
"Anchura=" + anchura + '\n’;

}
AnalisisEstadios.java

import java.io.File;
import java.util.Scanner;

public class AnalisisEstadios {
public static int contarEstadios(String nombreFichero){
int cont=0;
try{
Scanner fin = new Scanner(new File(nombreFichero));
String linea;
while(fin.hasNextLine()){
linea=fin.nextlLine();
cont++;
}
fin.close();
}catch (Exception e){
System.out.println("Error al abrir el fichero™);

}

return cont;
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public static Estadio[] leerEstadios(String nombreFichero){
int num_estadios= contarEstadios(nombreFichero);
Estadio estadios[] = new Estadio[num_estadios];
try{
Scanner fin = new Scanner(new File(nombreFichero));
for (int i = @; i < estadios.length; i++) {
estadios[i]=new Estadio(fin.next(),fin.nextInt(), fin.nextInt());
}
fin.close();
}catch (Exception e){
System.out.println("Error al abrir el fichero");

}

return estadios;

}

public static int primerEstadioInternacional(Estadio estadios[]){
//Busco un estadio internacional
int i=0;
boolean encontrado = false;
while(lencontrado && i<estadios.length){
if(estadios[i].esInternacional()) {encontrado=true;}
else{ i++;}
}
if(encontrado) return i;
else return -1;
}
public static void main(String[] args) {
Estadio estadios[] = leerEstadios("estadios.txt");
int pos_max=primerEstadioInternacional(estadios);
if(pos_max == -1) {
System.out.println("No existe ningun estadio que cumpla las
caracteristicas”);
telse{
for (int i=0; i<estadios.length;i++){
if(estadios[i].superficie() > estadios[pos_max].superficie()){
pos_max=i;
¥
}

//Puede haber mas de un maximo, muestro todos
System.out.println("MAYORES ESTADIOS INTERNACIONALES");
for (int 1 = B; 1 < estadios.length; i++) {
if(estadios[i].superficie() == estadios[pos_max].superficie()){
System.out.println(estadios[i].toString());
¥
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Ejercicio 2

Algunos numeros naturales cumplen la siguiente propiedad: la suma de cualesquiera dos digitos adyacentes
del nimero da como resultado un numero primo.

Por ejemplo:

- 123 cumple esa propiedad, porque 1 +2=3y2+3 =5,y 3y 5son primos.
- 6114 cumple esa propiedad, porque 6+1=7,1+1=2y1+4=5,y7,2y5sonprimos. - 512 no
cumple esa propiedad, porque 5+1=6y1+2=3,y6noes primo.

Se pide: desarrollar un programa en Java que muestre por pantalla todos los nimeros que cumplan con esta
propiedad y sean menores o iguales que un nimero natural N introducido por teclado. Se considerara que
los nimeros menores de 10 (ndmeros de un digito) no cumplen la propiedad. Los niimeros se mostraran por
pantalla separados por espacios en blanco.

Nota: No se permite usar vectores ni datos de tipo String.
Ejercicio 2
import java.util.Scanner;

public class Ejerciciol Febl9 {

public static boolean esPrimo(int n){
boolean primo = true;
int i=2;
while(primo && i<n){
if(n¥i==0) {primo = false;}
i++;
I
return primo;
}
public static boolean cumpleSumaAdyacentes(int n){
if(n<1@) {return false;}
else{
boolean cumple=true;
int c1=n%10@,c2;

n=n/10;

while (n>@){
c2=n%10;
n=n/10;
if(lesPrimo(cl+c2)){cumple=false;}
cl=c2;

}

return cumple;

3

public static void main(String[] args) {
Scanner input = new Scanner(System.in);
int n;
do{
System.out.print("Introduce un ndmero:");
n= input.nextInt();
Jwhile(n <=0);

for (int i = 131 <=n; i++){
if (cumpleSumaAdyacentes(i)) {
System.out.println("El nimero " + i+ " cumple las condiciones™);

}
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Ejercicio 3

En el juego del Conecta-4 se usa un tablero vertical en el que se afiaden fichas por la parte superior que caen
sus posiciones por efecto de la gravedad. Los jugadores afiaden una ficha de su color en su tuno a la columna
que deseen y el juego acaba cuando uno de los jugadores obtiene una fila, columna o diagonal con 4 fichas
seguidas de su color.

Supon que se usa una matriz 6x7 para representar el tablero del juego. En esa matriz, 0 representa una casilla
vacia, 1 indica una ficha de color rojo y 2 una ficha de color amarillo.

Crea una funcion en Java llamada “comprobarGanador” a la que se le pase como pardmetro un tablero. La
funcién debe devolver 0 si no hay ganador, 1 si gana el jugador rojo y 2 si gana el jugador amarillo.

Se recomienda crear una funcion adicional, “comprobarCasilla”, que tome como parametros el tablero, una
fila y una columna y compruebe si hay 4 fichas del mismo color en linea (o sea, un ganador) partiendo de dicha
casilla. La funcion “comprobarGanador” utilizara “comprobarCasilla”.

Ejercicio 3

public static int comprobarCasilla(int[][] tablero, int f, int c){
int actual = tablero[f][c];
if(actual==0) return 0;
//En horizontal a la derecha
if(c+3<tablero[@].length && tablero[f][c+1l] == actual && tablero[f][c+2] == actual
&& tablero[f][c+3] == actual){
return actual;
¥
//Diagonal hacia abajo izquierda
if(f+3<tablero.length &% c-3<tablero[0].length &R tablero[f+1][c-1] == actual &&
tablero[f+1][c-2] == actual
&& tablero[f+3][c-3] == actual){
return actual;
¥
//Vertical hacia abajo
if(f+3<tablero.length && tablero[f+1][c] == actual && tablero[f+2][c] == actual &&
tablero[f+3][c] == actual){
return actual;
¥
//Diagonal hacia abajo derecha
if(f+3<tablero.length && c+3<tablero[@].length && tablero[f+1][c+1l] == actual &%&
tablero[f+2][c+2] == actual
&& tablero[f+3][c+3] == actual){
return actual;
}

return @; //Si no hay ninguna linea devuelve @

¥

public static int comprobarGanador(int[][] tablero){
int ganador=0;
for (int i = @; i < tablero.length; i++) {
for (int j = @; j < tablero[i].length; j++) {
int casilla = comprobarCasilla(tablero,i,j);
if(casilla != @) ganador=casilla;
}
}

return ganador;
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FiISICA. ING. TELECOMUNICACIONES

EXAMEN 17 ENERO 2025

M1. Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba con una velocidad de 20 m/s y, en presencia
de un viento que sopla en la direccion horizontal produciendo una aceleracion, también
horizontal, de 1 m/s.
a) Determinar las componentes cartesianas de aceleracion, velocidad y posicion de la
pelota para cualquier valor de .

Solucién:
MRUA:
V.=V, tatl v, =t
2 = 1 2
X=X,+v, t+—at xX=—t
En el gje x: 2
v, =V, tat v, =20-gt
2 = 2
Y=YtV tt—agt y=20t+—gt
Enelejey:
1
x=—t
2

{ax =1 {vx =t 1
2
- _ =20— of y=20t+-gt
Por lo tanto, 48 , Y g y 2

b) Calcular las componentes intrinsecas de la aceleracion y el radio de curvatura de la
trayectoria en t= 3s.
Solucioén:

y .a,=a-u,
La aceleracion tangencial, 7 T siendo

{vx=3m/s , 47 Y2 / ’
, = PW|l=,9+|-——| m/s=98Tm/s
Para £ =35 - vy:(20—3-9 8)m/s | | ( 5 J

2

sl o

.

Ur =175 = — —

T s 9870 5.987) a=(1-98)
(3 4 V4 o s

aT=a-ﬁT_(9'87’ 5-9'87) (1,-9'8)mfs = 9'64m/s’

a=.\la;+ay <a, =\da’ —a; ;4 =a|=N1+9'8" m/s* =/97'04 m/s’
ay =\Ja’ —a; =~97'04-92'93 m/s* = 21027 m/s?

Radio de curvatura,
M2. Un péndulo con longitud L = 0,5 m y masa m = 10 g, se lanza desde un angulo de 10° con
una velocidad tangencial hacia debajo de 1 m/s.
Escribe la expresion de su desplazamiento angular calculando la frecuencia, la amplitud
maxima y la fase inicial del movimiento.
Solucion:

g
@, i

0 = G,sen(w, 1+ )

La expresion del desplazamiento angular, , siendo
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=0, sen @, t+(p

{9( t)=60,m, cos(@, 1+ )

0(t=0)—10 :ﬁmd

v(t)=RO(t)=LO(t) = 0(t=0)= 7 :%rad/522md/s

<:> ¢ =03687rad
Sustituyendo, 5 2 18

rad = 0'48rad

T 0 = 4
15 = 05en(9) = % T g5en(03686)
0(1)=Oysen(w,t + @) = 0'48sen(4'431 +0'3687) rad

M3. Una particula con masa m = 10 g estd cayendo verticalmente en una columna de un fluido
viscoso, que tiene una densidad igual a la mitad de la densidad de la particula, con una
velocidad limite v = 0,1 m/s. Expresa la fuerza viscosa a la que esta sometida la particula y
calcula su coeficiente b definiendo sus unidades.

Solucidn:
Fuerzas que actian sobre un fluido viscoso: el empuje, el peso y la fuerza viscosa
1
. F — —bV pﬂuido = _pparticula

La fuerza viscosa es v y 2
E= PﬂuidoVsélido_sumergidog = pﬂuidonaniculag Q
La velocidad limite se alcanza cuando @ =0 T - T

- = P

F =0 &
Por lo tanto, LF, e
mg—F —E=0

m 1
E = Paiigo Vpam'culag = Phiuido 8= E mg
particula

mg—bv—%mgzO@b—l% 1 0'01-98

Por lo tanto, 2v 2 01
F =—-bv=0'5-0'1] N=005] N

Ns/m=0'5Ns/m=05kg/s
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E1. Una molécula de agua se puede esquematizar como un sistema M
de tres cargas puntuales dispuestas como se indica en la figura. La '
carga O de la particula mas grande es negativa y su modulo el
doble de la carga g de las otras dos.

_ ' -19 ’ _
si 4=+1'6-107"C "~ d=95'8-10"m y ¢ angulo que forman

0 :104’50, calculad las componentes del campo eléctrico en los
puntos indicados:

a) En la posicion donde esta O (debido a las dos cargas g)
Solucion:

y — — —

Por el principio de superposicion, £ =£1+E3
E= -2E, cos(gjj

Exx Esx X 2
E=-2KT cos (gj j

i A d’ 2 )/

d \\“a;f—f” d e -9 l .
- 2.9.10°— 1010 zcos(lo4sjj(N/C)
: . (95'8°-107%) 2

=-1'92-10" j(N/C)

b) En la posicion de la ¢ de la derecha, (creado por las otras dos cargas).
Solucion:

2.0 Por el principio de superposicion, E=E+E;
E :(El —sz)i +E,,j

E=K 1 5 —%sen(—j f+K%cos(gJ1
2dsen(9jj
)
E:K_? ;—%en(gj f+K2—gcos(gjj
d 4sen’ (0} 2 d 2
2
’ ' - ! -19
E=9 101 102 > : — —2sen(52'25°) f+9-109L102cos(52'25°)j
(95’8-10712) 4 sen (52 25 ) (95'8'10712)

A

E=-185-10"7+192-10" ]

GRADO EN INGENIERIA DE TELECOMUNICACIONES
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E2. Se tiene una barra (segmento rectilineo) cargada con una densidad lineal A y de longitud L.
La barra est4 alineada a lo largo del eje X. Calculad el campo eléctrico para x > L.
Solucion:

Campo eléctrico creado por un hilo delgado recto y cargado en puntos de su eje.
Datos: densidad lineal, A; distancia al punto, x¢ y longitud de la varilla L

y
dE-Kk%;
dl? | b X r’
” L i Teniendo en cuenta que:
x r dq:ﬂdxyV=L+x0—x
Load roY
X
PR ST N Y TR
i o (L+x,—x) L+xy—x )| x, L+x, X (L+x,)
F-Ki—"t i
xO(L+xO)
Fo_ K@ -
xO(L+xO)

Si el dato hubiera sido la carga,

E3. La figura representa un cable coaxial formado por un /
conductor de plata rodeado por un recubrimiento de cobre. El
cable tiene una longitud de 1m y los radios respectivos son _
Ri=Imm y R,=1,2mm. La corriente circula de modo longitudinal a ' Fa
lo largo del cable y el sistema estd sometido a una diferencia de P
potencial de 10m ) entre sus extremos.

[ — 1 -8

Datos: P =1 7110 SQm’ P =159-107Qm
Calculad:

a) La resistencia del hilo de plata y del cobre por separado y la potencia que se consume en

cada uno de ellos.
Solucion:
R=p—

La resistencia de un hilo cuya corriente circula de modo longitudinal, S

1
—em
7-0'001"  =5'06-10"Q.
1

L
R,, =Pu gt =159-.107°
1

L

RCu :pCuﬁ =1’71'10_8 ’ 2 ’ 2 Q
7(R -R') 7(00012°=0'001*) " _1537.10%0
2
P:IVzV—
Ley de Ohm: V=IR y el potencial es R
2 112 2 112
I:V—ZLI%WE2OH1W PZZV—:L%WESWZW
R 5'06-10 y R, 12'37-10

b) La resistencia del hilo compuesto, teniendo en cuenta que la corriente total se reparte
entre ambos, y que la diferencia de potencial entre extremos es la misma (10mV)
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Solucién:

Estan en paralelo, V=n=r=00V

eq _ KR, 506-107-1237-107 5,106'12’,37.1073,3 Q=36-10"0Q
En paralelo R +R, 506-10°+12'37-107 (5'06+12'37)-10

Mal. Se tiene un conjunto de seis espiras con radio R, recorridas
por la misma corriente I, dispuestas como en la figura, formando
un hexagono regular.

a) Obtener el campo debido a una sola de ellas en su eje.
Solucion:

Campo magnético de una espira circular de radio a a una distancia

z de su eje
dBn<1/ dB:2
P

o F
a

Por simetria, las componentes y del campo se anulan y dB, = dBsena

ol dL X7 ~ 1 dl r sen90° senot yoldlgz u,l adl 5
dB. =dBsena ~ 4, 3 sena = Ay’ 4z’ v 4nr

Ml adl
47[( a’+z° )3/2
B :Id — ﬂola 2]_mdl _T ﬂola ’ _ /uolaz
) ) 47Z(a2+22)3/2 0 47r(a +z )3/2 2( az+22)3/2
F- Ml g

Por lo tanto,

b) Calcular el campo debido a todo el conjunto en su centro O.

Soluciodn:
2
Bi=8B, = 'uzole 2 j
2 R +d
( ) ; siendo
0
tg300=£<:>d= R =3R 360 =60°
d tg30°
g » yaque
- = u,I R* A
Bi=B:= 20 23/2J:ﬂ01R2j:ﬂ01j

Bi=Biy Bs=Bs.

GRADO EN INGENIERIA DE TELECOMUNICACIONES
12



4 : - i
+ Academia de Ingenierias y Arquitectura
l C / Miguel de Unamuno 17, local -Tel.976 512 839
Las componentes x se anulan, y las componentes y se suman, es decir:
|B3x

. By =By
pero de signo contrario y ‘ 24 >’ del mismo signo

=y - lLlOIA' :LIOI o’\._/»l()[’:
Bo=2B,+4B,, = 2qig /) tAqagsem30 i ="

:|BSX

Maz2. Un hilo de seccion cuadrada (d x d) es atravesado por .
una corriente de intensidad /7 = 2 A. B
Esté en presencia de un campo magnético vertical de magnitud '
B=1T
Hallad la diferencia de potencial que medira un voltimetro
colocado como indica la figura. P
Datos: d =1mm_n=10% portadores/m’ y 4= 1'6-10°C / )
Solucidn:
Efecto Hall
F =F,=qE=qvB< E=vB
La densidad de corriente, S, =nqv

J I B 1 d 1B .
J, =nqv qv dqE dq V, ndg — 10%*.0'001-16-107"°

PROBLEMAS

1. La figura muestra dos bloques que se apoyan sobre sendos planos inclinados, con los dngulos
01=30°y a2 = 45 °, unidos por una cuerda ideal que pasa por una polea.
©

Suponiendo que no existe friccion entre los bloques y los planos:
a) Encontrad la relacion entre las masas (M2 / M) para que el sistema permanezca en
equilibrio
Solucion:
Las fuerzas que actian sobre el sistema
~TON
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El sistema permanece en equilibrio, 2F=0

1

M, senoy o _ 1

M g sena, =T =0 - M,g sena, =T<:> M, sena, e M, sena, Q 2
T—-M,g senc, =0 Mg sena, =T M, senc, 2

b) Suponiendo que las dos masas fuesen iguales (M2 = M), obtened la aceleracion con la
que se moverian los bloques
Solucion:
Suponemos que cae M, por la pendiente, 2 F =ma
Mg sena, —T = Ma 1
= —

T—Mg sena, =Ma ~ Mg(sena, —sena, ) =2Ma < ¢~ 5(sena2 —sena,) g
1 \/E 1 2 1
LT_EJg mfs® _ Z(\/E—l)g mfs* =0'1035 m/s

La aceleracion nos sale positiva, por lo que desciende la masa M»

1 =
a= E(Senoc2 —sena,)g ~ 5

En el caso de que exista friccion entre el bloque M; y el plano inclinado (coeficiente estatico ye
y dindmico ua):

¢) (Qué condicion debe cumplir el valor de la masa M> para que la misma no descienda?
Solucion:
Si no desciende la masa sz =0
{Mzg sena, —T =0

T'-M,g sena,—F, =0 F,<uN=uMgcoseg,

siendo
M ,g sena, — M, g sena, = F,

A < HeCOsay tsena, |
Por lo tanto, 128 senc, —M,g sena, <y Mg cos o, < o sena, 1
PRI
‘2 2
L 1
M, < U, cosa, + sena, M, Q M, < VB, +1M1 D
sena, ) 2

d) En el caso de que se tenga M>=M, ;cual sera la aceleracion del sistema?
Solucidn:
Suponemos que cae M: por la pendiente, =4 = M4
Mg sena, =T = Ma
I'—Mg sena, — F, = Ma <
N =Mgcosq, Mg (sena, — sena, ) — F, =2Ma <
1
Mg (senca, — senat, ) — p1,Mg cos o, =2Ma < = E(

1(%—%—?/@% ms’ =%(\/§—1—x/§yd)g mjs’

sena, —sena, — i, COS &, ) g

2

GRADO EN INGENIERIA DE TELECOMUNICACIONES
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e) En este mismo caso, /jcudnta energia se pierde cuando los bloques se desplazan una

distancia d a lo largo de los planos?
Solucion:

/4

Fnc

. . = AEmec
La expresion de las energias,

La tnica fuerza no conservativa que produce trabajo es la fuerza de rozamiento

3

AEmec = WFR = _FRd = _IleMg cos al d = —TﬂdMgd

2. Se tienen tres conductores esféricos huecos y concéntricos, con radios interiores y exteriores,
a<b<c<d<e<fycargas-2Q el interior, Q el intermedio, 3Q el exterior.
a) Determina la carga que reside en cada una de las superficies.
Solucion:
En el interior de un conductor la carga es cero.
Por lo tanto,

leo, Q2:_2Q’ Q3:2Q’ Q4:_Q, O, =0 y O =20

b) Calcula el potencial en todo el espacio.
Solucion:
CAMPO ELECTRICO

[1E-d5 =L

&y

5

. EdS=ES =% o po G |
Como E//dS radial, %o e, v

Si r<a: Qenc:():>zfo:6

Sia<}"<b:Qenc:():>E1:O
- -2
E, = Qz
gjb<r<c. Oum="20= 4re,r
SiC<7"<d:Qenc:0:>E3:0
Fi=—2 ;
gjd<r<e.Gm="0= 4re,r
g e<r<f.0n=0=Es=0
Eo= 2Q2f
Sir>f: QenczZQ:> 472'807"
POTENCIAL

F

V(a)-V(b)=-[E-d
Tenemos en cuenta que la funcidon potencial es continua y b
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V(o0) = [ Edr ——[-22 _ZQfg __20
Sir>f:V(r) V()= .[Eﬁd a i47zgor2d dre, \ r 00_47[50}/'
_ __20 _
Sie<r£f:V(e)_ ( )_47r80f_V(r)
(o= g =2 (1] -2 (1Y)
gjd<r<e. ' dre,r dreg\r ), Adne,\r e

)2 (-Yer(e) -2 (1) 22 _ 0 (1,2
dre,\r e dre,\r e) 4ns,f Amg,\r e f

4re, e f
o1 1 2
Vir)=Vi(c)=V(d)= S R
gjc<r<d n=rie)=rid) 4”50( d e fj
V(r)—V(c)=—I 20 , __ﬁ(lj :_ﬁ(l_lj
gib<r<c. - dme,r dneg\r ). dme,\r c
/)=~ 22 (1 Der() - 22 (L1}, 2 (11,2
dre,\r ¢ dre,\r c) 4me,\d e f
_9 (_m_ggzjﬂ(b): 0 (_2+2_1+1+£j
dre,\ r ¢ d e f dre,\ b ¢ d e f
v (q)= Q |_2. 28NN 2
sia<r<b V(r)_V(a)_V(b)_“”go[ b ¢ d+e+fj
P (r)=V (a) =2 (_z | z]
gjr<a- dre,\ b ¢ d e f

¢) Calcula la energia electrostatica del sistema de conductores.
Solucion:

or,

N | —

La energia electrostatica del sistema de conductores, =l

U= (Y +00:+0F))

Q2,2 1.1 2 o ( 1. 1.2 20
N (2Q47r50[ b e d+e+fj+Q ( d+e+f]+3Q47zgof

GRADO EN INGENIERIA DE TELECOMUNICACIONES
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d) Se conecta el conductor exterior a tierra. Determina la nueva distribucion de

cargas.
Solucién:

En el interior de un conductor la carga es cero.

Al conectar el conductor exterior a tierra, la corteza del conductor
esférico de radio f'se descarga

Por lo tanto,

0,=0 0,=-20 0,=20 0,=-0 0,=0, 0,=0

e) Se vuelve a la situacion inicial a) y se conectan los tres conductores entre ellos.
Determina la nueva distribucion de carga.
Solucioén:
Si r < fal estar conectados los tres conductores el potencial
debe ser constante por lo que el campo eléctrico es cero y por

30 ello
Q1 :Qz :Q3 :Q4 :Qs =0 y Q6 =-20
Qo Los tres conductores son un Unico conductor con una carga
neta —2Q la cual esta en la superficie exterior de radio f
__'E,Q
3. Un conductor rectilineo con longitud L es recorrido por
abcde J una corriente I.
1 02 O3 Q4 05 6 a) Calcula el campo B en un punto cualquiera de su
mediatriz.
Solucidn:
BaP h=rsena
X do
g =—= dx=nh =dl
r @ i 8 Th T x=higo= cos’ @
h=rcos@
F o
dl
pd dLxi Mol dlrsena _pldlh _wlh wlh® do  ulricos’d do
B “ar S Anr drr’ r  Adxr 4z ¥ cos’ @ 4z’ cos’ @
_ 4l 40 _ Ml cos@de
4rr 4

i+A. Academia de Ingenierias y Arquitectura.
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O

H()
dB =21 cosdo= B =221 | cos0d0 =L (send) = £ (seng), - sen(-0,))

4rch Arh g, 4rh % drh
wl - 1,1 L2 ol L
=g 250 2mh J@2y +n 27k J(2) +p

Se coloca una espira rectangular en proximidad del conductor, recorrida por una corriente I, tal
como se muestra en la figura.
a

.
L

e

|y .
b, A——

{ X

b) Demuestra que el campo B enun punto cualquiera el espacio alrededor del cable, en el

B=tolf
plano xy, considerando, L>>ab,d (infinito), es 2y
Solucion:

Conductor rectilineo uniforme e infinito

B Tomamos trayectorias circulares de radio r

=td
2xr

fB-dl = ul,, = B2mr =l =

enc

4

Ley de Ampere:

B-toly
2y

Por lo tanto, en el plano xy, y segun la referencia del dibujo,

¢) Calcula la fuerza que experimenta cada lado de la espira.
Solucion:

3 Ley de Lorentz, dF =1dIxB giendo I y [ las magnitudes de la
4 " espira yIB, el campo magnético creado el hilo sobre la espira
b A ¥ . E _ Mot k"
2y

L]
Iy TR
Y i

.p;_ x

— AT ,u()[ S ,u()ll’a o)
- Fi=laB, ;137" 51
Lado 1 de la espira: hilo T T
' ﬂol it :UOII'a o

= w=—Ta—thl 5 3
Lado 3 de la espira: =I'aB,, (-J) 2z(b+d)’ " 2z(b+d)

. b+d TN . II' b+d .
Fo= | I’Bh“odl(—i)= [ 1 ;Ldy(—z)zﬂzo— | —y(—z)
Lado 2 de la espira: d d zy S
_ Ml 1n(b+dji
2r d
_ Ml 1n(b+djl¢

Lado 4 de la espira: £+ =—F2 2z d

GRADO EN INGENIERIA DE TELECOMUNICACIONES
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. ______________________________________________________________________________ _____________ |
4. Se tiene un cilindro con radio R y longitud L>>R, que tiene una densidad de carga de
volumen homogénea p.

a) Calcula el campo eléctrico generado por el cilindro en todo el espacio
Solucion:

. (D — [ﬁE . d§ — Qencerrada
P Ley de Gauss, €
6 4 Tomamos como superficie gaussiana un cilindro de radio » y longitud L
K Y JE-dS= | Eds = Lo oy pogpp = Lo
sup. lateral & 0 & 0
0

P=1 O =P

2
E2arL =P L LB P

Sir<R: & 250
Eomn = PPRL PR,
Sir>R: €y 2‘90 ¥

b) Calcula la diferencia de potencial entre el centro O del cilindro y un punto de la
superficie del cilindro.

Solucion:
0. 0 0 pr P (2 _ PR
— = (E-df =— =—|—dr=—-"—(r") =
V(0)- (R)=~[E-di = Edr 1{280 450( )|, i y
Se practica un agujero cilindrico, con radio R/2, en el interior del
cilindro tal como se representa en la figura.
¢) Calcula el campo eléctrico en todos los puntos a lo :
largo del eje y Ry2
Solucidn: :
yh Er=E\+E»
2
El ) p(Rj
= R° 1 1 A
E Er=|Pf 1 _\2 =7 .
26‘0 y 280 Y+ _ pR l_ 1 A
Ei gj V>R. 2 26, \y 4y+2R
p B (Rjz
- Py r 2 1 A
S Er= - J 2
PIEE: 26,  2¢, R P R 5
Ei gi 0<¥<R. 2¢, 4y+2R
E
R = (Al p (R s PR -
Ey -—<y<0 ET_(____ — =l ]7 =-=]
Y Si 2 y : 26‘0 26‘0 2 450
R E - _M+L( _Ej PR
— _ y ] R
Si R<y< 2. ( 2, 2¢&, b 2 480]
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20

R2
Er= _PRZLf@ L[5 _pR| 1 L

e P e
R L )

si V<R,

d) Calcula la diferencia de potencial entre el centro Oy el punto 4.
Solucidn:

Las lineas de campo siempre van de potenciales mayores a potenciales menores
v (0)-V(4)<0

07 ¢ _ 1 PR, PR 0__pR2
V(O)—V(A)Z—I{E.dr:—iEdr——£—4—%dr—4—%(r)‘R_ E
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ALGEBRA. EXAMEN 15 FEBRERO 2025

ING. TELECOMUNICACIONES

1 (2puntos). Considere los siguientes subespacios de R3[x].
§={p(x)e,[x]|p(0)= p(1). 2 (0) = p' (1)}
T= 5R<{—2+x—3x2 +2x°,—1+2x7 —x3,—4+x+x2}>

Halla basesde S, T, S 1Ty S+ T
Solucioén:
Estudiamos las restricciones del subespacio S:
Sea p(x)=a,+ax+ax’ +a,x’ y p'(x)=a +2a,x+3a,x’
p(O) =a,=4a,ta +a,+ta, :P(l) <0=qa,+a,+a,
P'(0)=a,=a,+2a,+3a,=p'(1) © 0=2a, +3a,
Por lo tanto, S = {p(x) SAUR [x]| 0=a +a,+a,,0=2a, +3a3}

O=a +a,+a a,=-a,—a a,=2a

1 2 3 = 3 1 2 = 3 1

0=2a, +3a, a, =-3a, a, =—3a,

S= {p(x) e R, [x]| a,=2a,,a, = —3a1}

={p(x)=a0 +a,x—3ax’ +2a,x’ =a, +a1(x—3x2 +2x3)|a0,a1 eiﬁ’}

S = SR<{1,x—3x2 + 2x3}> = Sist. Generador S = {l,x —3x* + 2x3}
, : B, ={1,x-3x"+2x’| .
Los polinomios son linealmente independientes, por lo que ~° { R } ; dimS§ =2

T=in<{—2+x—3x2 422, —14 2% —x3,—4+x+x2}>:>
Sist. Generador T :{—2+x—3x2 +2x°,—142x7 —x3,—4+x+x2}
{—2+x—3x2 +2x°,—-142x7 —x3,—4+x+x2}

Estudiamos la dependencia lineal de
Método Gauss:

-1 0 2 -1 -1 0 2 -1 -1 0 2 -1

-2 1 3 2 ~ (0 1 -7 4 =~ |0 1 -7 4
Py (-2 Py(-1)

-4 1 1 0 /Ja4{0 1 -7 4 0O 00 O

=12 X =X 44X
Por lo que, los p011n0m1os{ +2xT—Xx",x—7x x}

B, :{—1+2x2—x3,x—7x2 +4x3}; dim7T =2

linealmente independientes

SﬂT={p(x)eiR3[x]‘p(x)eS/\p(x)eT}
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Estudiamos las restricciones del subespacio S /7 T:
p(x)e S < p(x)=oc1 +a, (x—3x2 +2x3)
p(x)elT p(x)z,Bl(—l+2x2 —x3)+,b’2 (x—7x2 +4x3)
a, +a, (x—3x2 4—2)(3):,81(—1+2x2 —x3)+ﬁ2 (x—7x2 +4x3)<:>
o =—p
o, =p, N o =—p B =2p,
—3a, =2p,-7p, a=p, =04 =-2p,
20, =—p, +4p, B =2p, o, =5

p(x):oc1 +oc2(x—3x2 +2x3) =-2p, +ﬁ2(x—3x2+2x3) :,82(—2+x—3x2 +2x3)

By :{—2+x—3x2 +2x3}_ dimSNT =1

dimS+7 =dimS+dim7 -dimSN7T =2+2-1=3
Sis. Generador S + T = {1,x—3x2 +2x°,-1+2x% =}, x = 7x° +4x3}

Estudiamos la linealidad

1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 0 O 1 0

o 1 -3 2| (01 =32 |01 =3 2 |01

-1 0 2 -1{a0[{0 0 2 -1|{&@EH|0 0 2 -1{&@[0 0

0 1 -7 4 01 -7 4 0 0 4 2 0 0
1 _ 2 2 3 2 2 _ .3

Polinomios lienalmente independientes, { X=X 422, 2x x}

By, = {1,)6—3)(2 +2x°,2x° —x3}

2 (3 puntos). Dada la aplicacion lineal

f: 9{3[)6]—)933[)6]

a0+a1x+a2x2+a3x3Hao+(a1+a2)(x+x2)+(a0+2a3)x3

{l,x,xz,x3}

a) Determina su matriz coordenada respecto de la base
Solucion:

S

()= xax 1000
0110

S(x7)=xes? =01 1o

f(¥)=22 y_ v 100 2

b) Hallar bases de K¢/ ¢ IM/ Clasifica f
Solucidn:

Ker £ ={p(x) <3 [<] (p(1) = 0

Ker f = {p(x) eNR, [x]‘ a, +(az1 +az)(x+xz)+(a0 +2623)x3 = 09{3[)(]}
Estudiamos las restricciones del subespacio K¢/
a,=0
a+a,=0 < |a,=a,=0
a, +(Cl1 +a2)(x+x2)+(a0 +2a,)x’ =0 a,+2a,=0 a, =—a,

GRADO EN INGENIERIA DE TELECOMUNICACIONES
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2 2
Ker f = a0+ax+a2x +a,x |a0—a3—0 a,= a} {alx—alx =a1(x—x )}

Kerf:<{x—x }>:BKM {x x} dim Ker f =1

dimIm f =rang4 =3
Imf:<{l+x3,x+x2,2x3}>:> B[mf {1+x x4 x? Zx}

La aplicacion lineal fes inyectiva, monomorfismo < dim Ker f =0

Por lo tanto, fno es inyectiva

Imf:i)@[x]

La aplicacion lineal f es suprayectiva, epimorfismo <
dimIm f = dim9%, [x]=3= fes suprayectiva

La aplicacion lineal fno es biyectiva, isomorfismo ya que no es inyectiva

¢) Calcula una base de Rj[x]. respecto de la cual la matriz coordenada de f sea
diagonal
Solucién:
Estudiamos si el endomorfismo es diagonalizable
La aplicacion f'es diagonalizable si y solo si 4 es diagonalizable
La matriz A es diagonalizable <
e los valores propios 4; €R, i={1,2,3,4}
¢ la multiplicidad algebraica coincide con dim S (4);, i={1,2,3,4}
Valores propios: |4 — A 14 =0
1-2 0 0 0

0 1-4 1 0| 1-42 1 0

2=0 m(0)=1
A=1 m(1)=1
A=2 m(2)=2

Valores propios,

Por lo tanto, la matriz sera diagonalizable < dimS (2) =2=m (2)
dimS(2)=dim R, [x]-rang(4-21,)=4-2=2

-1 0 0 O
rang 0 -1 10 =2
0 1 -10
rang(A—214)= 1 0 0 O

dim.S (2) =2=m (2) ~ La matriz 4 es diagonalizable

i+A. Academia de Ingenierias y Arquitectura.
http://imasagrados.blogspot.com TIf: 976 51 28 39. WhatsApp: 616 394 605
23



Vectores propios asociados a los valores propios, (4 — 4 Iy) X =0

1 0 0 O)fa 0
0 1 1 0f5d 0 a=0
= =
01 1 Ofc 0 b+c=0 = [a=d=0
= Vb
gi A=0.\1 0 0 2)ld) (0 a+2d=0 |c=-b
a 0 0
b b 1
= :b
c -b -1
_ 2
d 0 0 . Por lo tanto, () 5R<x x>
0 0 0 O)\fa 0
0 01 0fb 0 b=0
= =
01 0 O0fc 0 c=0 = [b=c=0
= Va
i A=1. 1 0 0 1)\d 0 a+d=0 d=-
a a 1
b 0 0
= :a
c 0 0
=R{1-x°
d —a 1 .Porlotanto,S(l) R<1 x>
-1 0 0 O0)\fa 0
0 -1 1 0}5b 0
= =
0 I -1 0fc 0 a=0 =0
= = Vb, d
gj A=2. 1 0 0 O)\d 0 —-b+c=0 c=b
a O 0 0
b b 1 0
+d
c b 1 0
S(2)=R{{x+x*,x°
d d 0 1 . Por lo tanto, () <{x * x}>
0 0 0O
01 0 0
00 2 0
Por lo tanto, 0 0Fg=2 matriz asociada a la aplicacién f respecto de la base de
Bmzz{x—xz,l—x3,x+x2,x3}

vectores propios,

d) Si llamamos D

a la matriz diagonal calculada en el apartado anterior, y 4 a la

matriz coordenada respecto de la base { 1,x,x°x° '} halla razonadamente una matriz P tal

que PilDP =4
Solucién:
Sea 4 matriz asociada a

By, :{l,x,xz,x3} :{el.}

Sea D matriz asociada a

24

B‘R3 :{x—xz,l—x3,x+x2,x3} :{v.}

la aplicacién lineal, ¥ = 4X | respecto de la base
4

i=1

la aplicacion lineal, Y =DX , respecto de la base
4

ifi=1
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01 -1 0

p(x) =X’ ({ei}; ) =X ({Vi};) =X'Q' ({el.};
X' =X'P o X=0¥cX=0"X
Analogamente obtenemos, ¥ = P'Y
Y=DX=0'Y=DO'X=Y=0DQ'X=P'DPX < P=0"

) , siendo

-1
Calculamos 0

01 00!T 000y (1 0 10!01 00
1 0 10101 00| [0 1 00i1 00 O0|_
-1 0 1 01001 O[&-1 0 1 0100 1 0|0
0 -1 01,0 001 0 -1 01,0 001
10 1 0l01 00 1 01 0l01 00
01 00i1 000 _[0100i1 00 0|_
00 2050110&?1)002050110};3
0 -1 0 1,0 0 01 000 1;1 001
1 o1 001 0 0 100 0!0 12 -1/2 0
01 00i1 0 0 O®D0O1 001 0 0 0
001 0i0 /21420 001 0i0 /212 0
000 1;1 0 0 1 000 1;1 0 0 1

0 12 -1/2 0

|t 0o o o0

1o 12 12 0
Luego, 0 0 1

3 (3 puntos). En e [x] se considera el producto escalar <’> cuya matriz coordenada respecto

21 1 0
1 2 1 0
1 1 2 0
1 2 3
delabase{’x’x ’x}es 000 2
3
a) Calcula <1+2x,x+3x>
Solucién:
2 1 1 0)\O 0
1 2 1 01 1
:(1 2 0 0) :(4 5 3 0) =5
1 1 2 00 0
<1+2x,x+3x3> 00 0 2|3 3
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R .
b) Halla una base ortogonal del espacio euclideo ( 3 [x],( ’ >)
Solucion:

M¢étodo de ortogonalizacion por Gram-Smidt

2 3
{ul,uz,u3,u4} :{l,x,x X }

R, |x . .
Sea una base de 3[ ] A partir de esta base, construimos una

{Vlavzav3av4}

base ortogonal de la siguiente manera

v, =u, =1
V,=ant , imponemo que sea ortogonal a i
_ _ __<”2’V1>__l
O—<v2,v1>—a<vl,vl>+<u2,vl>©a— <vl,v1>_ >
2 1 1 01 1
1 21 040 0
(up,v)=(x,1)=(0 1 0 0)1 Lo ollo =(1 2 1 0) ol7!
0 0 0 2){0 0
2 1 1 0})1 1
1 21 0]/0 0
=(1,1)=(1 =(2 11 L2
<V1,V1> <’ > ( 00 0) 1 1 2 0 0 ( 0) 0
0 0 0 2){0 0

v.=av,+ pv,+u, . V v
3 B, 3, imponemos que sea ortogonala ' ya 2

0=(vy. ) =a (v, %)+ B, v) + (5. ) & a:_%:_l

2
2 1 1 0)1 1
1 21 00 0
(g v)=(x*.1)=(0 0 1 0, 1y olgl=0 T2 0) =t
00 0 20 0
s,V 1
O=<V3,V2>=0!<v1,vz>+,3<v2,v2>+<u3,v2><:>ﬂz_évz’vz;: 5
2 1 1 0)(-1/2 12
1 21 0 1 | 1
0010 =1120 -
, 1 ( )1 1 2 0 0 ( ) 0 B
<u3’v2>:<x )T 000 2 0 0
21 1 0)(-1/2
( 1 jl 2 1 0| 1
(vyov,) = LIV S 2 L1200
2072 2 s 2 0 0 0 2 O
~1/2
(0 31 oj 23
2 2 0 | 2
0
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v, =av, + fv, +u, 2 3

v, =ov, + v, +yv, v,

+u, . v, v,
, imponemos que sea ortogonala !, "2y

(u4m)

Sa=- =0
)

<V1’V1>

<v4,v1>:a<v1,v1>+ﬁ<v2,vl>+7/<v3vl>+<u4vl
2

1
. 2
(uom)=(x1)=(0 0 0 1) 1
0

N O O O

1
1
2
0

<v4,v2>:a<v1,v2>+,6’<v2,v2>+7/<v3v2> <u4v2> < ﬁz_(vz,v2>

+
2 1 1 0)(-1/2 -1/2
1 1 1 0 1 1
<u4,v2>=<x3,—5+x>=(0 0 0 1)1 Lo ol o =(0 0 0 2) =0
0 0 0 2 0 0
(15 1)
Sy=- =0
<V4,V3>=a<v1,v3>+ﬁ<\/2,v3>+]/<V3,V3>+<U4,V3> <V3,V3>
2 1 1 0Y)(-1/3 -1/3
1 1 1 21 0 -1/3 -1/3
<u4,v3>=<x3,—§—§x+x2>:(0 0 0 1)1 Lo 1/ =(0 0 0 2) 1/ =0
0 0 0 2)L 0 0
v, =av, + v, +yv, +u, =x°
_{1,—l+x,————x+x2,x3}
Base ortogonal V1oV V3oV = 2 33

¢) A partir del resultado del apartado anterior determina una matriz Q € My (R)
regular tal que QAQ' sea diagonal
Solucion:

3
(vom)=2. <V25Vz>:§- (v v3) =2 <v4,v4>:<x3,x3>:2

2 1 1 0)(-1/3
1 21 0f-13
=l-—— == 10
R i 33 1 2 of 1
<v3,v3>= —§—§x+ ,—m———X+X 00 0 2l o
~1/3
~1/3
_(o 0o 4 oj 1/ =§
0
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2 1 1 0)0 0
1 21 0]/0 0
=(0 0 0 1) =(0 0 0 2) =2
1 1 2 0]/0 0
(visve)=(x',x") 00 0 21 1
2 0 0 0
|0 32 0 0
1o 0 43 0 1 .
3 ; 0 0 0 2 L——+x,————=x+x",x
D=040 ; siendo respecto de la base
1 -1/2 -1/3 0
0O 1 -13 0
A /

4 - . . A 0 O I 0
P(X)ZX({ef}i=1):X(ML)ZXP({ef}i=1);siendo 0 0 0 1
Por lo tanto, XtZXIP[@XZPX.Anélogamente,YZPY
f(p(x),q(x)):X’AY:f(tD)7
X'AY = X'P'APY = X'DY < D = P' AP = QA(Q'

Por lo tanto, Q=P
d) Calcula S " siSesel subespacio definido en el ejercicio 1
Solucién:
_ 2 3
Sea BS—{l,x—3x +2x}
Sea SL:{p(x)eiRS[x”<p(x),v>:0 ‘v’veS}
Si p(x) =a, +ax+a,x’ +ax’
2 1 1 01
( )1 2 1 0]/0
a, a, a, a =
O I O A (R )
<a0+a1x+a2x2+a3x3,l>: 00 0 2J)lo
1
0
(2a0+a1+a2 a,+2a,+a, a,+a, +2a, 2a3) 0 =2a,+a,+a,=0
0
2 1 1 0)O
1 21 0] 1
(@ @ a o), (o |57
<a0+a1x+a2x2+a3x3,x—3x2+2x3>: 00 0 2|2
0
1
(2a0+a1+a2 ay+2a,+a, a,+a,+2a, 2a) 3 =-2a,—a,—5a,+4a, =0
2
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{2a0+a1+a2—0 {—a2+a3—0©a3:a2

Va,,a,

—2a,—a,—5a, +4a, =0 a, =-2a,—a,

p(x)=a,+ax+ax’+a,x’ =a,+(-2a,-a,)x+a,x* +a,x’ = a,(1-2x) +a, (—x+x2 +x3)

B.. :{1—2x,—x+x2+x3}

N

4 (1 punto). Resuelve, si es posible, la ecuacion diofantica 132 x +351 y = 1020 justificando
los calculos realizados. ;Existe alguna solucion para la que los valores x € y son ambos
positivos?

Solucion:

Utilizando el algoritmo de Euclides, calculamos el mcd (132,351)

351=2-132+87

132=1-87+45

87=1-45+42

45=1-42+3

42=14-3+0

Por lo tanto, med (132,351) =3

m,n el

Identidad de Bezout, Dados a,bell y med (a,b) - , entonces @M +bn=d ;on

Buscamos la identidad de Bezout: 132x+351y =3

45-1.42+3=
3=45-1.42 =45-1-(87-1-45) _ 9. 45_1.87=2-(132-1-87)-1-87 _5.130_3.87
=2:132-3-(351-2-132) _g.137_3.35] =3

1020 _ 340

. Por lo tanto, si multiplicamos por 340
8-132-3-351=3=2720-132-1020-351=1020 =

Por lo tanto, 132x+351y =1020, donde Yo =2-720 v, =-1.020

Utilizando la propiedad: si (%2 0) es solucion de © T8V =¢ también lo son
b a

x=x 4 y=y,——n

x=2. 720+%p 27204117 p

Vpell
132
=-1.020-— p=-1.020-44p
Solucidén general, 3

2.720+117p =20

Vpel &
-1.020-44p =0

Para que ambos sean positivos, {
—-1.020
p<
-1.020-44p >0 < 44

= p<-24
, humero entero
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g p=-24=> 2720+117-(-24)=-88<0

Luego no existe ninguna solucidon para que ambos sean positivos

5 (1 punto). Una empresa fabrica microprocesadores para ser incorporados en los ordenadores
que controlan un satélite de comunicaciones. Si el doble de los microprocesadores fabricados se
empaquetara en cajas de 11 sobrarian 5; sin embargo, si el cuadruple de los fabricados se
empaquetara en cajas de 12 sobrarian 8 y si seis veces los fabricados se empaquetasen de 13 en
13 spbrarcoam 7. Sabiendo que la capacidad de fabricacion no puede superar los 855000

microprocesadores, (cudl es el nimero maximo de microprocesadores producidos?

Solucion:
Sea ¥ =numero de microprocesadores

2x=5(mod 11)  [2x=5(mod 11)
4x=8(mod 12) < {x=2(mod 12) <
6x =7(mod 13) 6x =7(mod 13)

Inverso de 2 a Z“; 11:5'2"‘1:>1:11_5'2; entonces el inverso es

x6
Luego 2x=5(mod 11)—>x =8(mod 11)

Inverso de 6 a ZU; 13:6'2+1:>1:13_2'6; entonces el inverso es

x11
Luego 6x =7(mod 13)—x =12(mod 13)

Por lo tanto, resolvemos
x=2(mod 3)
x=8(mod 11) <
x=12(mod13) . . {3,11,13} . ,

tiene solucion ya que son primos entre si

x=2+3p, =8+1lp, < 3p, :6+11p2.C0m0 inverso de 3 en Zy es 4, Py

Sustituyendo
x=243p =2+3(2+11p,) =8+33p, =12+13p, & Tp, =4+13p,

Inverso de 7 en Zys es 2, p, =8+13p,

Sustituyendo x=8+33p,

x=8+33p,=8+33(8+13p,) =8-34+13-33p, =272+429p, _ p, el

_ 855000272
272+429p, <855000 = 3 =T 459

272+429-1.992p, <854.84

<1992
Debe cumplirse

Luego la solucioén es microprocesadores
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CALCULO. ING. TELECOMUNICACIONES

EXAME 8 ENERO 2025

1. (2 puntos)
a) Halla las raices complejas de z* +4 =0

Solucioén:
' +4=0 ' =4 w=—4=4¢"
Las raices son z = p"e' %" con k=0,1,2,...,n—1.

Por lo tanto, z = 474" 2/* con k= {01, 2,3}

ZO=41/4ei4=\/§(cos£+isen£j=l+i
4 4
— 4V 4(%:\/5 cos3—7z+isen3—7r =—1+i
4 4
'5—”+rz
22:41/4e ! )=\/§(00557ﬂ+isen57ﬂj=—l—i

I
—41/4e S0 =x/§(cos%r+isen%[j=l—i

b) Usa el resultado del apartado anterior para factorizar z*+4 como producto de dos

polinomios de segundo grado con coeficientes reales.

Solucién:
Z4+4=(Z—(l+i))(Z—(1—i))(Z—(—1+i))(2—(—1—i))=(Z2—2Z+2)(Zz+22+2)
¢) Calcula dx
) Ix4+4
Solucién:
Descomponemos en fracciones simples
x*+4
8 Ax+B Cx+D —x+2 x+2
4 2 T -2 T
x'+4 x"-2x+2 x" +2x+2 x —-2x+2 x +2x+2
I 8 _f —x+2 j x+2 d
x'+4 x’ —2x +2 X' +2x+2
—x+2 2x—4 1 2x-2 dx
I 2 I 2 dx=—— J. 2 dx—2f de -
X —2x+2 —2x+2 20" x"—2x+2 1+(x—l)
—%ln‘xz—2x+2‘+arctg(x—1)+C
2 ‘—f 2xd x=lfzzx—+2dx+2szdx =
X +2x+2 X 4+2x+2 20" x +2x+2 1+(x+1)

%ln‘x2 +2x+2‘+arctg(x+1)+C
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8 1
dx=—In
Ix4+4 2

2. (1 punto)

1 sen(x)
a) [imite (1 + —J
X

X +2x+2
xP=2x+2

+ arctg (x — 1) +arctg (x + 1) +C

X—>+0

Solucién:

. 1 ]
L, 1 Sen( ) o {fi”if‘ven(x)(l+;’lj l[mitei(x) limite0 0
limite| 1 +— =1"Ind =e T mem X =ew =g’ =]
X

imit :
.. sen(x) ok )
1: limite =0, yaque —1<sen(x)<1y limite—=0 siendo ~1<k <1
X—>+0 X x>+ x
b) ll'miteM
=1 x+1
Solucioén:
limite Stx=2 —91 d
== x+1] 0
limite V5+x-2~/5+x+2 it T4 _ x+1

= x4l 5rx42 Hl(x+1)(\/m+2) H‘(x+1)(\/m+2)

limite —— =

1
-l «/5+x+2 4

3. (0°S puntos). Halla un intervalo [a,b] tal que |b—a| =1 y que contenga una solucion de la
ecuacion x° —4x’ —3x=-1

Solucidn:

¥ —4x -3x=-1 x" —4x’ -3x+1=0

Teorema de Bolzano:

Sea f(x)=x’—4x’-3x+1 continua en ®; [f(0)=1>0 y f(1)=-5<0. Entonces,

Jxe(0,1)] f(x)=0. Por lo tanto, podemos tomas a=0y b=1

4. (1 5 puﬂtOS). Sea f(x) = arcl‘g (i—’__xj
—X

a) Determina su dominio
Solucion:
Domf(x) = SR—{I}

b) Halla sus intervalos de crecimiento y decrecimiento
Solucion:

I+x 1 l-x+1+x 1
= t _— ! = = 0
/) “’”‘:g(l-x):‘f(x) 1+(1+sz (1x) lex

1-x

f(x) crecienteen xe(—,1) yen xe(l,+0)

¢) Utiliza el resultado anterior para demostrar que

——<f( )<_ sixe(—o0,1)y _5<f( )<_§ six e (1,+o0)
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Solucioén:
Consideramos el intervalo x € (—oo,l) :

1

—+1
ll'mitef(x) = limite arctg G-i_—xj = limite arctg )lc = limite arctg (—1) = arctg (—1) = —%
X—>—00 X—>—0 —X X—>—00 X—>—00

~—1
X

limite f (x) = limite arctg G-i_—xj = limite arctg () :%

x>l x>l —X x—1

Por lo tanto, si x € (—,1): —% <f(x)< 3
Consideramos el intervalo x € (1,+oo) :
ll'mitef(x) = ll'milte arctg G-i_—xj = limite arctg(—oo) = —%

x—o1" —X x—l

1
. . I+x) . . ;H . s
llmltef(x) = limite arctg T = limite arctg ] = limite arctg(—l) = arctg(—l) = 7
X—>0 X—>0 —x X—>0 _1 X—>—00
X
Por lo tanto, si x & (1,+%): —% < f(x)< —%

5. (1725 puntos). Calcula el siguiente limite sin utilizar la regla de L "Hopital

x 2
limite clg (x) Ay
x>0 x(l - cos(x))

Soluciodn:
X 2
limite ¢ tg(x)—x—x
-0 x(l—cos(x))

Sea f(x)=e"tg(x)—x—x’, calculamos P,/ (x)

f(x)ze"tg(x)—x—x2 = f(O)zO

f’(x):e"tg(x)+e"(l+tg2(x))—1—2x2> 7'(0)=0

f”(x)ze" (1+tg(x)+tg2 (x))+e"(1+tg2 (x)+2tg(x)(l+tg2 (x)))—2
f"(x)=e"(2-|-3»tg(x)+2tg2 (x)+2tg3(x))—2:>f”(0)20"

f’"(x):e"(2+3(l+tg2 (x))+4tg(x)(1+tg2 ()c))+6tg2 (x)(l—i—tg2 (x))):> f’"(O):S

P,

= 9Ind

5 5
3,0]‘()6)—5)63 = 6x3
x2
Sea l—cos(x)57 six—>0
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5 5
=X
e'to(x)—x—x* 5 5
limite g( ) = limite 6 _ = limite—=—
x—0 (1 CcOS x ) x—0 1 x3 x—0 3

6. (075 puntos). Halla los maximos y minimos relativos de la funcion

F(x)= j sent( )dt x €(1,+0)

1

Solucion:
Teorema fundamental del calculo integral:
t
Sean g(x)=1y h(x)=x" funciones derivables, f ()= sent( ) continua en ¢ € (1,+0).

sen(z‘)
t

Si definimos F ( ) dt se tiene una funcion derivada y su derivada es

._a-__,«N

F'(x)=f<h(x>>h'<x>—f(g(x»g'(x)=f(x2)2x=“”(5‘2)2x=2””x(x2) xe(1,4)

X
Puntos criticos: F'(x)=0< sen(xz):O ox=kr kell ©ox, =vkr kel

F'(x)= 2senx(x ) x €(1,+0)
F"(x) =%(4x2 cos(xz)—2sen(x2)) = 4cos(x2)—x%sen(x2)

Sustituimos en los puntos criticos:
F"(x,)=4cos(kr)
Si k=2n, entonces F"(x,)>0 ysi k=2n-1, entonces F"(x,)<0

F(x) tiene en x,, =~/2n7 minimos relativos y en x,,_, =/(2n—1)7 maéximos relativos con
nell

7. (1°25 puntos).

a) Calcula, si existe, la integral impropia j;dx

> xIn? ( )
Solucion:
AR B
xin’(x) In(x)
h
o] 1 1 1 1 1
dx =1 ————dx =limite| — = limite| — =
™ z’fiieixmz(x) " z":iff( 1n(x)}2 z":ii{ ln(h)nnz] n2
b) Estudia la convergencia de la serie f +
n=2nln (n)
Solucién:
fi[2.40] >R
NN
xlnz(x)
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f ( funcwn decreciente ya que f - ! - 2 <0

x* In? (x) x* In’ (x)

Aplicando el criterio de la integral

Como | ————dx es convergente, también lo es la serie Z —
> xIn*(x) =2 nln®(n)

8. (175 puntos).
a) Halla el desarrollo de Mac-Laurin de las funciones

2x
f(x)= . y g(x)= ln(1+x2)
Indicando su intervalo de convergencia
Solucioén:
. L, . 1 e n  2n :
Serie geométrica, o > (1) %™ si x| <1
X n=0

+
Entonces, 12x2 = i —1)" 2x-x"" = i (—1)" 2x* si |x| <1

2n+2
X

[ (1Y 20 de = 35 (-1)' 2

n=0 n=0 2n+2

b) Estudia la convergencia de las series anteriores en los extremos del intervalo.
Solucion:

f(x)= 142_);2 = g:o(—l)" 2x*"*", intervalo de convergencia I =(-1,1)
En x=1: f(1)= 2;‘6(—1) serie oscilante

En x=-1: f(-1)= 2}%(—1)3”+l = 22(—1) serie oscilante
g(x)= g:o(—l)" nzj_+2 intervalo de convergencia / =(-1,1)

En x=1: g(1)= > (-1)' % Serie alternada por el criterio de Leibniz es convergente
n=0 n+

© |
En x=-1: g(—l)—go(—l) — convergente

o (=1)"
¢) (Cuadl es la suma de Z( ) ?
n=0 n+1

Solucion:
2n+2

+00 —1 " , o0 n x , .
Z(—) =lzmite2(—l) =lzmlte1n(1+x2)=ln2
=0 n+1 x>l =0 n+1 x—l1
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La Academia de Ingenierias y Arquitectura i+A nace en 1998 con el nombre de
ATU (Academia Técnica Universitaria), que conservé hasta el curso 2014/2015.
Desde entonces, hemos estado apoyando a los estudiantes de las titulaciones de
Ingenieria y Arquitectura a superar sus examenes y a acabar con éxito sus estudios.

Nuestros cursos duran 30 o 35 horas, dependiendo de la asignatura. Los grupos
tienen entre 4 y 8 alumnos, por lo que se compatibiliza el aprendizaje mutuo con una
gran atencion personalizada.

Contamos con una plantilla de profesorado compuesta por jovenes titulados en
Matematicas, Fisica, Quimica y diferentes ramas de Ingenieria y Arquitectura, que
conocen los temarios y tienen experiencia lectiva. Ademas disponemos de material
recopilado durante todos estos afios que actualizamos en cada curso: ejercicios,
examenes, apuntes, resumenes, ...

En la Academia i+A, los horarios los ponéis el alumnado, para adaptarlo a vuestras
necesidades (clases, actividades, deportes, trabajos...). Para ello, abrimos de 8:00 a
22:00 ininterrumpidamente.

Ademas de ser la academia mas cercana a la EINA, a pocos minutos andando de tu
centro de estudio, contamos con instalaciones acondicionadas tanto en invierno como
en verano y un aula de descanso donde podras incluso comer si lo necesitases.

Con las clases universitarias, tu esfuerzo, y la ayuda que te prestaremos en j+A,
puedes superar tus estudios con éxito.

Se forman nuevos grupos continuamente y
durante todo el cuatrimestre. Si quieres tener la
informacion mas actualizada, llamanos,
mandanos un WhatsApp al 616394605 o navega —

por nuestro blog en -~ J—
http://imasagrados.blogspot.com
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